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La exposicio´n anterior no concluyo el producto el producto en la forma geo-
me´trica ana´loga a la que permitio´ la deﬁnicio´n de la suma.
De nuevo nos ocuparemos del plano proyectivo π.
Empezaremos con una l´ınea proyectiva l arbitraria del plano π y tres puntos
P0, P1, y P∞ incidentes con ella.
Queremos multiplicar dos puntos Px, Py de esta l´ınea que sean distintas de
P∞.
En el plano π trazamos tres rectas l0, l1, las distintas que pasan por P0, P1
y P∞ respectivamente.
Tomamos las intersecciones A := l0 ∩ l1, B := l∞ ∩ l1.
Por los dos puntos Px y Py queremos multiplicar trazamos las rectas Px A y
Py B
Deﬁnimos X := (Px A) ∩ l∞ y Y := (Px B) ∩ l0
Encontramos que la recta XY intersecta a l en Pxy aqu´ı estamos introducien-
do las deﬁniciones
Px · Py := Pxy
Pxy := (XY ) ∩ l
En realidad para Px y Py distintos de P0, P1 y P∞ tenemos que todos estos
puntos inciden con l y ma´s au´n, Q(P0 Px P1 , P∞ Px Pxy ).
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Si consideramos el cuadra´ngulo A× B y podemos probar:
Si Px y Py son dos puntos de l distintos de P0, P1 y P∞ entonces Q(P0 Px P1 ;
P∞ Py Pxy ). es condicio´n necesaria y suﬁciente para la igualdad.
Px · Py = Pxy
Nota 1. Siguiendo la deﬁnicio´n. Si Px = P∞ donde Px es incidente con l se
tiene
P1 · Px = Px · P1 = Px
P0 · Px = Px · P0 = P0
Nota 2. Se ve el inconveniente de incluir en la recta l a P∞ para efectos de
la multiplicacio´n. Basta tomar Px = P0 y realizar los productos P∞ ·Px,
Px · P∞. Los dos productos son P∞.
Comparando en el resultado de multiplicar Px ·P0 y P0 ·Px vemos que en
cierta manera el permitir como factor a P∞ trae consigo que tengamos
dos “anuladores”
1. Axiomas que Satisfacen el Producto
Los axiomas que satisfacen el producto son la asociatividad, la existencia del
elemento neutro P1 pero no hay conmutatividad en la estructura multiplica-
tiva. Como ciertamente no queremos contentarnos con los axiomas de anillo
de divisio´n en la estructura total debemos an˜adir un axioma de contenido
geome´trico.
Axioma 1. Una proyectividad De K de l en l que tiene al menos tres puntos
fijos en la transformacio´n ide´ntica de l, o en K : l → l en la proyectividad
K(T ) = T pero todo T incidente con l
(En geometr´ıa proyectiva cla´sica este enunciado se conoce como el teorema
fundamental de la geometr´ıa proyectiva. En nuestro contexto es un axioma
exigido por la condicio´n de conmutatividad que queremos se satisfaga en nues-
tro producto de puntos.)
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En virtud del axioma las ima´genes de los puntos distintos (ﬁjos) bajo una
proyectividad de l en l determinan todas las dema´s ima´genes. No completa-
mos el desarrollo de esta idea por razones de espacio ya que estar´ıamos muy
pronto comprometidos con la teor´ıa de planos proyectivos que no satisfacen
la propiedad de Papus pero s´ı la de Desarques.
Con la mira puesta en la construccio´n geome´trica de los racionales exami-
namos ahora la solucio´n de ecuaciones de la forma
Pa · Px = Pb
donde debemos hallar a Px en funcio´n de Pa y Pb .
En particular Pa · Px = P1 es soluble si Pa = P0 y Pa = P∞.
As´ı tenemos inversas multiplicativas de todos los puntos distintos de P0
y P∞. (Un poco de experimentacio´n con las ﬁguras lleva a “admitir”que
Pa/P0 = P∞). Sin embargo no hemos incluido entre los multiplicandos a P∞
y as´ı descartamos esa relacio´n un poco inquietante.
De paso hemos introducido la notacio´n conveniente Pa/Pb donde Pb es dis-
tinto de P0 y de P∞ con Pb · (Pa/Pb) = Pa reunimos el alcance de la notacio´n
Pa/Pb.
De la explicacio´n anterior tenemos que emplear las redes de racionalidad
sobre l. No se tenia con ellas un cuerpo isomorfo a los racionales porque no
se hab´ıa indicado las operaciones.
El uno del nuevo axioma nos da mas garant´ıa que hallarnos en el contexto
de los racionales (con lenguaje geome´trico)
Definicio´n 1. En una l´ınea h tomemos una tripla de puntos distintos H0, H1
y H∞. Tomamos un plano τ que contiene a h, y en τ dos puntos distintos S
y T tales que S y T no incidan con h y S, T y H∞ sean colineales. As´ı hemos
determinado una recta h∞ con S, T y H∞ incidentes con ella.
Sea K0 = SH0 ∩ TH1. Trazamos la recta H∞K cortamos ya con tres rectas
distintas incidentes con H∞.
Los puntos de h bajo la proyectividad con centro en s tiene ima´genes H∞K.
Esta proyectividad es una perspectividad.
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En forma ana´loga con centro en T aplicamos la recta H∞K en la recta
h por medio de una perspectividad componemos las dos perspectividades:
h → H∞ → h. El resultado es una proyectividad de h consigo misma que
denotamos Π
H0, H1 y H∞ determinan esta compuesta debido al axioma introducido arri-
ba (teorema fundamental). En consecuencia con pleno sentido escribimos
H0, H1, H2, H3, · · · Hi, Hi+1, · · · H∞ secuencia armo´nica (as´ı la llamamos)
obtenida con la relacio´n funcional Hi+1 = Π(Hi) , i = 0, 1, 2, · · · H∞ no
pertenece a la secuencia armo´nica, pero ha intervenido en la tarea de deter-
minar por el axioma empleado.
H∞ se llama punto l´ımite de la secuencia armo´nica. Si sobre h realizamos una
secuencia armo´nica en otra tripleta de puntos, digamos M0,M1 y M∞ que
puede ser distinta a la tripleta H0, H1 y H∞, la nueva secuencia armo´nica
diﬁere de la otra por una proyectividad.
El me´todo de construccio´n no garantiza que todos los puntos de
H0, H1, · · · Hi, · · · sean distintos. Para que haya una biyeccio´n entre los
nu´meros naturales y H0, H1, · · · Hi, · · · se requiere un nuevo axioma.
Axioma 2. Si h tiene una secuencia armo´nica (por lo menos) siempre ten-
dra´ una secuencia armo´nica con un nu´mero infinito de valores Hi (dentro de
la simbolog´ıa adoptada).
No nos queremos alargar en la motivacio´n profunda de este axioma. Bastan
unos pocos intentos con secuencias armo´nicas para comprender que no se
tienen todos los instrumentos para garantizar la biyeccio´n i → Hi de N con
la secuencia armo´nica.
Como una proyectividad es una biyeccio´n, el axioma que garantiza una
secuencia armo´nica con un nu´mero inﬁnito de valores Hi, garantiza que
cualquier otra tambie´n sera´ “inﬁnita”si es secuencia armo´nica, pues ya apun-
tamos que dos secuencias armo´nicas son ima´genes bajo proyectividades que
las relacionan.
En la primera que hemos construido y que retenemos en lo ucesivo
podemos ver puntos de la recta en correspondencia con los naturales
0, 1, 2, . . . (i↔ Hi).
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En la teor´ıa de la adicio´n realizada, con Von Staudt , geome´tricamente
ten´ıamos la indicacio´n de la inversos aditivos. Obtengamos as´ı H−1, H−2, · · ·
la lista de inversos aditivos de H1, H2, · · · nos sera´ u´til simbolizar as´ı lo que
estamos calculando:
Hji = Π(H−i,−1)
Para esta nueva formula que se an˜ade a la anterior Π(Hi) = Hi+1, no ten-
dremos nomenclatura distinta. Consideremos como secuencia armo´nica la
secuencia
· · · H−i−1, H−i, · · · , H−2, H−1, H0, H1, H2, · · · , Hi, Hi+1
Como ya tenemos ya operaciones sobre estos puntos Hi, y tenemos corres-
pondencia con los nu´meros naturales (que esta´n en los sub´ındices) y con sus
opuestos aditivos tenemos la posibilidad de pasar del s´ımbolo de H0 a 0 y de
H1 a 1.
As´ı mismo de H1+H1+ · · ·+H1 (n veces H1 como sumando) a 1+1+ · · ·+1.
En estas transformaciones no hay sino paso de un simbolog´ıa a otra ma´s
familiar. Lo mismo con la secuencia armo´nica que lleva s´ımbolos H−i.
En resumen podemos decir que hemos localizados puntos de h en coordenada
entera. (Las distancias entre “enteros”resultan distorsionadas y no podemos
esperar todav´ıa una teor´ıa de la distancia.)
Establecida una secuencia armo´nica en correspondencia con los nu´meros en-
teros volvemos a las redes de racionalidad.
Nuestra tarea es mostrar donde encajan los conceptos de red de racionalidad
y de secuencia armo´nica.
Vamos a determinar nuevos puntos en H.
Sea n ≥ 1 un nu´mero natural.
Deﬁnamos el s´ımbolo H1/n como conjugado armo´nico de Hn con respecto a
H1 y H−1.
Por teoremas de geometr´ıa proyectiva elemental Von Staudt sabia que se iba
a producir una nueva secuencia armo´nica.
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Siguiendo pues a este autor nos queda a medida que n varia en N (siempre
n ≥ 1)
H−1/3, H−1/2, H−1, H∞, H1, H1/2, H−1/3, . . .
No´tese que H∞ y H1 “reaparecen”pero H∞ no es propio de ninguna secuencia
armo´nica.
Recordamos que las dos secuencias mencionadas ambas armo´nicas esta´n rela-
cionadas proyectivamente. H0 en la primera tiene imagen H∞, por eso la
incluimos en la lista de s´ımbolos.
Tenemos nuevos puntos de h sen˜alados con coordenada
{
1/n n = 1, 2, · · · ,
−1/n
Fijemos un punto H1/n. Consideremos los puntos H0, H1, H∞ que tenemos
en h desde la primera secuencia armo´nica y con los puntos H0, H1/n, H∞
determinemos la secuencia armo´nica
. . . H−3/n, H−2/n, H−1/n, H0, H1/n, H2/n, H3/n, . . .
acabamos de obtener una tercera secuencia armo´nica por cada s´ımbolo H1/n
n ≥ 1 que tengamos de la segunda secuencia armo´nica podemos ﬁjarnos
en la terna o tripla H0, H1/n, H∞ y obtener por construccio´n de conjugados
armo´nico una nueva secuencia armo´nica.
Al aplicar nuestra teor´ıa de la red de racionalidad, vemos que cualquier punto
de la red de racionalidad sobre h aparece en una secuencia armo´nica.
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Figura 2: Asociatividad del producto en l
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Figura 4: Segunda secuencia armo´nica para h
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